LINEARNE DIFERENCNE JEDNACINE

1. Akoje
a) a,=5,a,=71a,,=2a,,—
b) a,=01i a,=3-2a,,, n>2
c) a,=2 i a,,=7+4a, nx1
odrediti opsti ¢lan niza u funkciji od n.

a n>0;

n-1’

» ARITMETICKI NIZ

a,,=a,+d = a =a +(n-1)d=(a;-d)+nd=c+d-n
e e’

const

U

a,=c+n-d jeopste reSenje

» GEOMETRIJSKI NIZ

— _ n-1_ 84
an+1_q'an = an_al'q _F
—

const

q"=k-q

U

a,=k-q" je opste resenje

» OPSTA LINEARNA DIFERENCNA JEDNACINA PRVOG REDA SA
KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA

¢: ., =0q-a,+d
za g=0 dobijamo aritmeticki niz
zad=0 dobijamo geometrijski niz
Ideja — formirati novi niz koji ¢e biti ili aritmeticki ili geometrijski i koji ¢e se od datog niza razlikovati za

konstantu; naravno potrebno je proveriti da li je to uopsSte moguce izvesti:
a =b_+k a . =q'b

Proba: " " ili n =90
bn+1=q bn bn+1=bn+k

b, +k=q(b,+k)+d

1z & sledi %4‘ k= %+ gk+d , paje ovo moguée uciniti, pri ¢emu je q' proizvoljno, a q'

n+1

k= 4 = const
1-q
¢emo izabrati tako da je q'=g.

Dakle, niz b, =a, —1i je geometrijski, pa je njegovo opste resenje b =Cq"
—q

d d
Znati Cq"=a ——— = a_ =Cq"+——, g=1.
na¢i Cq "1g .=Cq 1 q



ZAKLJUCAK: Opéte resenje diferencne jednacine a_, =q-a_ +d je
C-q”+i, za q#1
C+nd, za q=1 (aritm.niz)

PRIMER: a,=2 i a,,=7+4a,, nx1

q=4,d=7 = opdte reSenjeje a, =C-4" —%, a uz pocetni uslov a, =2 dobijamo 2=C 4t —% 1.
3 13 7 13 na 7 1

1 - n HH n n-1
C=—,pajea,=—-4 —— ili a,=—-4 ==(13-4""-7).
12 bate &, 12 3 "3 3 3( )

» OPSTA LINEARNA DIFERENCNA JEDNACINA DRUGOG REDA SA
KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA

an+2= f(anHJan)

| TIP a

Ideja — sniziti red jednacine, tj. svesti je na jednacinu prvog reda, imitirajuéi postupak rastavljanja na ¢inioce

+p-a,,,+q-a,=0; p,g—const

n+2 n+l

kvadratnog trinoma.

Primerl. a 3a,,+2a,=0 > a,,-a,,-2a,,+2a,=0 =

n+2
(an+2_an+1)_2(an+l_an)=o =

bn+1 b,—,
uvodimo smenu b ,=a ,-a,, =
b,,=2b b”+1—2 b,=K-2" K-2"=
n+l — “¥n = b - = n— ™ = ) =a,,~4, =

n

n
a,,=a,+K-2

an+1:an+K-2”:an_1+K-2”‘1+K-2”:an_2+K-2”‘2+K-2”‘1+K-2”:...:a1+K(2+22+...+2”)
2n*1_1 - ] ]
apy=a,+K-2.—— =a1+2K(2 —1)=(a1—2K)+K-2 =M +K-2
TM—sonst

Znaci, opSte reSenje jednacine je a,,, =M +K-2 "
Uz neke pocetne uslove izracunaju se konstante MiK — npr.za a; =3 i a, =7 dobijamo
{M +2K =3 K=2

— — arl:2n+1_1
M+4K =7 M=-1

Primer2. a,,-5a,,+6a,=0 =  x’-5x+6=0 = x,=2 v X,=3 =
a,,,—(2+3)a,,;+2-3a,=0 = a,,—2a,,-3(a,,-2a,)=0 =
b
smena — b, ,=a,,-2a, , = b,,—30b,=0 = b,,=3b, =

b, =K-3"



Ali zbog koeficijenta 2, sumiranje niza (a.) je nesto slozenije nego u prethodnom primeru (u kome je
jedno od resenja kvadratne jednacine bilo jednako 1) —

A, =28, +bn =2a,+K 3" :Z(Zan—1+K .3n_l)+K'3n =22an—1+ K(2'3n_1+3n) =

a,,=2%, ,+K(22:3"7+2.3"143")= .. =274, +K(2"13+2"7 8%+ 42:3743") =

(A) a,,=2"a,+3K(2"+2"7 .3 4. 42377 43"

gl

2 n-2 n-1 A -1

an+1=2”a1+3-2”_1K[1+§+(§j ++(§j +(§j j:2”a1+3-2”_1K- 2 =
2 2

2 2

n n
A =2"a,+3 227K 232 =2"a,+3-K(3"-2")=(a,~3K)2"+3K-3" =M -2"+ L.3"

——
f( — L

Medutim moze 1 ovako

a,-2a,=K-3 [.2"?

a,—2a,=K-3% /2" 2%, - 274, =K 372"
3 2
a,—-2a,=K-3° /2" 2"*a, - 2%, =K-3%.2™"
R s S
an—z_za‘n3:K 3" 12 22 n2_23an3_K 3”‘322
-2
anfl—Zan2=K~3n /-2 2 1_22 g _K.3"29

a,-2"ta, =3K (277 +3.2"2 43727 4 43722432437 7)

Dalji postupak izracunavanja je isti kao u (). Imitirajuci ovaj postupak, ali "unazad" do ¢isto
geometrijskog niza dolazimo na sledec¢i naéin:

an+2_5an+l+6an =0 = an+2_28‘n+1_3(an+1_2an):0

smenal.— a_ =2"b, (ili a,=3"b,) =
+2 +1 +1
2™2b, ,~2-2", ,~3(2"b,,~2:2"b,) =0

2"2(b,,, by, )-3-2" (b, ~b,)=0 /:2™ =
2(bn+2 _bn+1)_3(bn+l _bn): 0

smena2.— c.,=b ,-b

n+2 n+1



a,=M-2"+L-3" (x =2, x,=3)

Uopstavajuci ovaj postupak dobijamo opste reSenje diferencne jednacine drugog reda oblika

a,,+p-a,,,+q-a,=0; p,g-—const

n+2 n+1

Nekasu a, B#0 reSenja KARAKTERISTICNE JEDNACINE X%+ px+0=0. Tada je
an+2_(a+ﬁ)an+l+aﬂan =0 = an+2_Ota‘n+1_18(a‘n+l_05an):0

smenal - (m) a,=a'b, = an+2bn+2—an+1abn+l—,B(anﬂbml—anabn):0 [:a™
= a(bn+2_bn+1)_18(bn+1_bn):0

— — n+l _
smena2. - (A) ¢ ,=b ,-b_ = ac,,—pc, =0 = = =

B
n (04
(#)[c, = K(g) =y"

%—blzK-y
Wb -ker

n-1
i) y#lt. azf = b -b-KL =L b:(l_ﬁ}Lyn:

y-1 " y-1) r-1
const const
(a) b, =C+Dy"
ﬂn
(m),(a) = an:a”(C+D7/”):a”C+ﬂ(7D >
a, =Ca"+DB", a=p
(i) y=1t. a=p = b, —b, =K(n-1) = b, =b, —K+Kn =
const
(v) b, =C+Kn
(m),(¥) > a,=a"-C+Kna" =

an=(K+Cn)-an, a=pf




